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Problema n.° 6: JUGANDO CON NUMEROS

Gabriela es una persona apasionada de los juegos con nimeros y quiere haceros una propuesta, no
demasiada complicada, y esta segura que lo conseguiréis. ¢Es posible que todo entero positivo se pueda

- 2, 2 . . . .
escribir en la forma p*+q - siendo P, q Y r numeros enteros positivos y que cumpla la condicién

p<q<r?
Gabriela os quiere ayudar ddndonos como ejemplo el 39 (nimero de la presente edicién de la
olimpiada matematica) y nos dice que se puede escribir 39=8%°+12%-13°. A partir de aqui no es dificil

llegar a la solucidn. jSuerte!
Escribe cdmo se podran escribir los 10 primeros nimeros enteros positivos.

Solucion

Queremos probar si es posible escribir cualquier nimero entero positivo, n € Z*, de la forma:
n=p*+q*-r?
donde p,q,r € Z* y verificanquep < g <.

Podemos comenzar probando con algunos valores “por tanteo”, para ver qué forma puede
seguir una expresién general que nos permita expresar cualquier numero entero positivo de la forma
pedida.

Por ejemplo, podemos probar que: 1 = 42 + 72 — 82,
dondep = 4,q = 7 yr = 8, verificando que son niumeros enteros positivosy quep < g <.

Para poder seguir generando el resto de nimeros y tratar de determinar una expresién general,
podemos utilizar la siguiente identidad notable: g2 — 72 = (q — 1) - (q + 7). Es decir,

n=p*+@-r)-@+ren=p*-0-q - +q),
donde (r —q) - (r + q) € Z*, puesr > q.

Para poder deducir la expresién general, usando el ejemplo anterior, podemos observar que una
posible solucion puede obtenerse haciendo que p =n+3 (pues para n =1 hemos visto que
p =1+ 3 = 4). Asi, tenemos que:

n=n+3P2-0-q o+ -9 r+q=n+3)>-n
ocr—-q)-r+qg=n*+6n+9-neo@r—-q) - r+q) =n*+5n+9.

Una posible solucién, seria haciendo que:

r+q=n*4+5n+9 vy r—q=1.

Por tanto, debemos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
r+q=n?+5n+9
{ r—q=1 '
Aplicando el método de reduccidn, tenemos que:

n®+5n+ 10
2r=n2+5n+10<—>r=f.
Por tanto,
n? +5n+10 n+51+10—2 n®+5n+8
q=1— :—2 —1 = > = > :




Asi, una posible solucién general para todon € Z*, sera haciendo que:
n=p?+q?—r?

donde:
p=n+3.
B n?+5n+8
q_ 2 .
n?+5n+10
r:f.

A continuacidn, probemos que estos valores de p, q y r verifican las condiciones del enunciado.

En primer lugar, debemos probar que p, q y r son nimeros enteros positivos:
e Esevidentequep € Zyp > 0, puesn € Z*.
e También es evidente que g > 0 yr > 0, pues n € Z™. Faltaria probar que g, € Z. Para ello,

diferenciaremos si n es par o n es impar:

o Sin es par, entonces se puede expresar de la forman = 2k, k € Z*, asi tenemos:

n>+5n+8 (2k)>+5(2k)+8 4k®+ 10k +8

q= =2k*+5k +4 €L

2 2 2
n?+5n+10 (2k)?+5(2k)+10 4k?+ 10k + 10

o Sin esimpar, entonces se puede expresar de laforman = 2k + 1,k € Z*, asi tenemos:

n*+5n+8 (k+1)?+52k+1)+8 4k*+4k+1+10k+5+8

1= 2 2 2
4k? + 14k + 14
= 5 =2k?+7k+7 €.
n>+5n+10 QRk+1)?+5QR2k+1)+10 4k*+4k+1+10k+5+10
r = = =

2 2 2

4k? + 14k + 16 5
= > =2k +7k + 8 € Z.

En segundo lugar, probemos quep < g <r:
e Veamos quep < g, es decir,
n?+5n+8
n+3<
siendo cierto Vn € Z".

o2n+6<n?+5m+8en?+3n+2>0,

e Veamos que g < 1, es decir,

n2+5n+8<n2+5n+10
2 2
siendo cierto Vn € Z*.

on®+5n+8<n?4+5n+10 <8< 10,

Por tanto, podemos asegurar que todo numero entero positivo puede escribirse de la forma

p% + q? — r?, siendo p, q y r nimeros enteros positivos que cumplen quep < q < .
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A partir de esta expresiéon general, podemos generar los diez primeros nimeros enteros
positivos:

n | p=n+3 qzw r:m n=p%+q?—r?
1 4 7 8 1=42+7%—8

2 5 11 12 2=5%2+112 — 122
3 6 16 17 3=6%+ 16— 172
4 7 22 23 4 =7% 4222 — 232
5 8 29 30 5 =82 + 292 — 307
6 9 37 38 6 = 9% + 372 — 382
7 10 46 47 7 = 10% + 462 — 472
8 11 56 57 8 = 11%2 4+ 56% — 572
9 12 67 68 9 =122 + 672 — 682
10 13 79 80 10 = 132 + 792 — 807

Otras combinaciones, obtenidas por tanteo, de los valores p,q,r € Z* y que verifican que
p < q <1, paraobtener los nimeros enteros del 1 al 10 y el 0 son:

0=5%+122—-132 =82+ 152 — 17

1=62+172-182 =72+ 112 — 132

2 = 7% 4 23% — 24% = 92 + 392 — 407

3=4%+6%—7?=82%+30%-312
4=52+10%—-11%2 = 62 + 72 — 92 = 82 + 14% — 162

5=4%2+5%2—-6%=6%+15%—-16% =72 + 102 — 122 = 92 + 182 — 202

6=524+92—-10% =72+ 212 — 222 = 92 + 11? — 142

7 =62+ 142 — 152 = 102 + 14% — 172
8=52+82-92=7%2420%-212=82%+13%2 - 152

9=62+13%2-142 =72 +92 — 112

10 =52 4+ 72 — 82 = 72 + 192 — 202




